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1 Notionsde base

I & Définition 1 (Algébre)
(E,+, -, x) est dite une K-algebre si :

1. (E,+,-) estun K-espace vectoriel.

2. (E,+, x) estun anneau.

3. Lapplication “produit” f : E x E — E définie par (z,y) — xy est bilinéaire. Aprés calculs,

on obtient que pourtoutz,y € Fet A € K:

(@ (Az)y = A(zy)

(b) z(Ay) = A(zy)
Silanneau (F, +, x) est commutatif (resp. intégre), alors l’algeébre (E, +, -, X ) est dite commuta-
tive (resp. intégre).

‘I ‘D Rappel 1

Ondit que (A, +, x) estun anneau si :

1. (A, +) estun groupe abélien/commutatif.
2. x est associative dans A et admet un élément neutre 1 4.
3. x estdistributive (a gauche et a droite) par rapporta +, i.e.:

Ve,y,z € A, x(y+2) =zy+ a2
Ve,y,2 € A, (r+y)z=xz+yz

Si la loi x est commutative, 'anneau est dit commutatif.

I A Attention!

Un anneau est par définition unitaire.

I #. Méthode (Justification de la simplification)

Par définition, le produit est bilinéaire si et seulement si pour tous =,y € E, les applications par-
tielles L, : z — zz et Ry : z — zy sont linéaires.

Or, ladditivité de ces applications partielles est déja garantie par la structure d’anneau de
(E, +, x) via la distributivité :

(1 +x2)y =21y + 22y et z(y1 + y2) = xYy1 + xY2

Une application additive (Vz,y € E,¢(z + y) = ¢(x) + »(y)) entre espaces vectoriels étant
linéaire si et seulement si elle est homogene (VA € K, p(\z) = Ap(2)), la bilinéarité se raméne
strictement aux deux conditions d’homogénéité :

Y(z,y) € E*, YAeK, (\)y=\zy)=z(\y)
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I @ Exemplel

1. Algébre des matrices: (M,,(K), +, -, x ) estune K-algébre non commutative et non intégre
sin > 2.En effet, E171 X E1’2 = ELQ mais E1’2 X El,l =0.

2. Algébre des endomorphismes: (L(E), +, -, o) est une K-algébre non commutative et non
integre si dim £ > 2. En effet, L(F) estisomorphe a M,,(K) avec n = dim E. Son élément
unité est application identité idg.

3. Algébre des polyndmes : (K[X], +, -, x) est une K-algébre commutative et intégre. Son
élément unité est le polynome constant 1 € K[X]. Utiliser la loi rond o au lieu de x n’est pas
possible parce que la distributivité n’est pas conservée; les polyndmes ne sont pas des ap-
plications linéaires, ce qui fait que (K[X], 4, o) n’est pas un anneau, et donc (K[X], +, -, 0)
n’est pas une algébre.

4. Algébre des applications de I vers R : (R/, +, -, x) est une K-algébre avec z + 3 : t —
x(t) +y(t) etxy : t — x(t)y(t). Son élément unité est application 1; : ¢ — 1de I — R.1l
s’agit d’'une algébre commutative mais non integre (méme en se restreignant a des applica-
tions continues!). En effet, en posant z(t) =t + |t| et y(¢) = t — |¢| (non nulles), on trouve
quexy =t2 — [t|2 = 0.

| T, st

Soit £ une K-algébre.

S est dite sous-algébre de E si S est un sous-espace vectoriel de E et un sous-anneau de E.

I ‘D Rappel 2

Un sous-anneau S d’un anneau (A, +, x) est un sous-ensemble S C A tel que:

1. S est non vide (il doit contenir au moins ’élément 1 4).
2. S est stable par addition et multiplication, c’est-a-dire :

Ve,ye S, z4+yeSetxxyel

|
S est une sous-algebre de E si et seulement si:
1. 1g € S
A +yes
2. Vx,yES,VAeK,{ 4
xy €S

Démonstration. Le sens direct découle immédiatement de la définition d’une sous-algebre unitaire.
Réciproquement, supposons ces conditions vérifiées :

— Comme 1 € S, la partie S est non vide. La stabilité par combinaisons linéaires (A\z + y € S)
en fait donc un sous-espace vectoriel de (E, +, -).

— Cette structure vectorielle garantit déja la stabilité par soustraction (pour A = —1), ce qui as-
sure que (.S, +) est un sous-groupe additif. En y ajoutant la stabilité par produit (zy € S) et la
présence de l'unité (1g € S), S est également un sous-anneau de (E, +, X).

S hérite de la structure d’algebre unitaire. O
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I @ Exemple2

T3(K) (’ensemble des matrices triangulaires supérieures) est une sous-algébre de M,,(K). En
effet: x € T3(K) <= Vi > j,z; ; = 0.0n peut alors retrouver les conditions de caractérisation
d’une sous-algebre :
1. I, est diagonale donc triangulaire supérieure.
2. — Sii>j,ona(xy); = > 4 i TikYk;. Danslecasoli < ketk < j,onaurai < jce
qui estabsurde. DoncVk € [1,n],onai > kouk > j, c'est-a-dire z;;, = 0 ou y; = 0.
Par suite, z;,yx; = 0 pour tout & € [1,n] et donc (xy);; = 0 pour touts > j.
— Clairement, VA € K, Vi > j, (Ax + y);; = Azi; + yi; = 0.
— Lastabilité est vérifiée et donc zy € T3 (K).



2 Morphismes d’algébres et algeébres engendrées

Soient E et F' deux K-algébres. Une application f : E — F est dite un morphisme d’algebres si:

L V(z,y) € BZVA €K, f(Az +y) = Mf(z) + f(y) et f(z x y) = f(z) x f(y)
2. f(lg) =1p

| R

Si S est une sous-algebre de E, alors u(S) est une sous-algebre de F, en particulier pour S = E.
AlorsIm(u) = u(FE) estunesous-algébrede F. Enrevanche, ce n’est pas vrai pour le noyau Ker(u),
qui est un sous-espace vectoriel de £ mais jamais un sous-anneau parce qu’il ne contient pas
élément unité 15 (car f(1g) = 1 # 0). Néanmoins, le noyau a une structure d’idéal de E; il est
absorbant carVz € E,Vy € Ker(u), zy € Ker(u).

En résumé:

1. Im(u) est une sous-algeébre de F'.

2. Ker(u) estunidéalde E. Il est bien bilatere, c’est-a-dire que F ker(u) C ker(u),ker(u) E C
ker(u) et (ker(u), +) est un sous-groupe de (E, +).

I ‘D Rappel3

Unidéal I d’un anneau (A, +, x) est un sous-ensemble I C Atel que:

1. I estun sous-groupede (A, +).
2. I est absorbant par rapport a la multiplication, c’est-a-dire :

Vee AVyel, xycletyxel

Qu’on peut aussi écrire AT C TetIA C I.

I @ Exemple3

Soit E une K-algébre,a € FE, et f : K[X] — FE lapplication définie par f(P) = P(a) avec
P(a) =Y }_; \af+Xo-1g.Alors f estun morphisme d’algébres. En effet, pour tout P, @ € K[X]
etA\eK,ona:
L fOP+Q)=(AP+Q)(a) =
2. f(PQ)=(PQ)(a) = P(a)Q(a
3. f(lkx)) = lkxy(a) = 1g
Enconséquence,Im(f) = {P(a) | P € K[X]} estune sous-algébre de F engendrée par 'élément
a.On la note KJa]. Il s’agit aussi de la plus petite sous-algebre de E contenant a.

|I = Propriété 2

AP(a) +Q(a) = Af(P) + f(Q)
)= F(P)f(Q)

= {P(a) | P € K[X]} est la plus petite sous-algébre de E contenant a.

Démonstration. Lensemble K[a] est une sous-algebre de E (image de K[ X par le morphisme d’éva-
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luation) et contienta = X (a).

Soit S une sous-algébre de E contenant a. Comme S est un sous-anneau unitaire, a’ = 15 € S, puis
par stabilité sous le produit, a* € S pourtoutk € N. S étant également un sous-espace vectoriel, il est
stable par combinaisons linéaires: pourtout P = >"1_ Ay X* € K[X],ona P(a) = Y} _, \ka® € S.

On en déduit l'inclusion K[a] C S, ce qui établit que K[a] est la plus petite sous-algebre de E conte-
nanta. O

I @ Exemple4

Soient E = Ms(R) et A = (; i) .On pose:
{5 ) e} ove s 0 )

Montrons que R[A] = S.
1. Inclusion R[A] C S': Le polyndme caractéristique de A donne la relation annulatrice :

A? —tr(A)A +det(A) I, = A2 — 24 - 31, =0

Pour tout n € N, la division euclidienne de X" par P(X) = X? —2X —3 = (X + 1)(X - 3)
s’écrit
X"=Q(X)P(X) + anX + by

Enévaluanten X = —1 et X = 3, on obtient:
1" =antb =50 (1)
3" = 3a, + b, b =3 (3" +3(=1)")

Comme P(A) =0, il vient:

S étant un sous-espace vectoriel stable par combinaison linéaire, pour tout @ € R[X], Q(A) =
S\ AR € S.DoncR[A] C S.

2. Inclusion S C R[A]: Soit M = (a p
8 «

a B\ _ [(z+y 2y yzg
(ﬂ 04>_<2?J $+y)<:>{a::a—§

Le systeme admet toujours une solution, d’ou M € Vect(I2, A) C R[A], ce quidonne S C R[A].

) € S.0n cherche (z,y) € R?telque M = 215 + yA:

On conclut que R[4] = S.

I ® Remarque (Méthode alternative pour A" via le binome de Newton)

En posant B = <(1) (1)) ,0n remarque que B? = Iy et A = I, + 2B. Comme I3 et B commutent,
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la formule du bindme assure l’existence de scalaires («,,, 3,) tels que:

A" = (I + 2B)" = anI + 3,8 = (g” §"> €s

Dans ’exemple précédent, on peut simplifier les expressions de «, et 3,, trouvées. En effet, nous
avons seulement utilisé le fait que la matrice B?> = I. On peut aussi prendre B = I, pour que
les calculs précédents donnent A = I, + 21, = 31, et au final obtenir 3" Iy = «a, Iy + Bpls =
(am, + Bn)I2. Par conséquent, on obtient v, + 3, = 3".

On pourrait aussi prendre la matrice B = —1I5 pour retrouver B2 = I, et obtenir (—1)"Iy =
anls — Bnls = (o, — By) 2. Par conséquent, on obtient o, — 3, = (—1)™. En résolvant le systéme
d’équations obtenu :

an + /Bn =3"

an — Bp = (_1)n

On trouve o, = w et B, = w Ces expressions peuvent étre différentes selon la

base (A, B) choisie, mais on retrouve la méme expression pour A™.

I ‘D Rappel 4

Un idéal I de K[X] est soit nul soit engendré par un polynéme unitaire P de K[X]. En effet, si
I = {0}, on peut choisir un polynéme P € I de degré minimal (via double-inclusion dont un sens
est démontré par division euclidienne) pour montrer que I = PyK[X].



3 Dimension de l’algébre engendrée par un élément

I = Propriété3 (Etude de dimension)
Soita € E.Llensemble I, = {P € K[X] | P(a) = 0} est un idéal de K[X], appelé l'idéal
annulateur de a. Deux cas disjoints se présentent :
1. SiI, = {0}, le morphisme d’évaluation induit un isomorphisme K[X] ~ K]a]. La famille
(a*)ren est une base de K[a] et dim(K[a]) = oc.
2. Si1, # {0}, il existe un unique polynéme unitaire 7, € K[X], appelé polyndme minimal de

a, tel que:

I, = 7, )K[X], Ccest-a-dire P(a)=0 < n, | P
Enposantd = deg(7,), lafamille (1, a,d?, ..., a%!) estune base de K[a], et dim(K[a]) =
d.

Démonstration. Considérons le morphisme d’algebres f : K[X] — Kla] défini par P — P(a), sur-
jectif par définition, de noyau ker(f) = I,.

1.Cas I, = {0} : Lapplication f estinjective, donc est un isomorphisme d’espaces vectoriels. L'image
de la base canonique (X*).cy de K[X] par cetisomorphisme est (f(X*))zen = (a¥)ren, qui consti-
tue ainsi une base de K[a]. En particulier, dim(K[a]) = oc.

2. Cas I, # {0} : Lanneau K[X]| étant principal, 'idéal non nul I, admet un unique générateur uni-
taire noté m,, de degré minimal d = deg(m,) > 1. Montrons que B = (1g,a,...,a%!) est une base
de Kla]:
— Liberté : Soit (Ao, ..., As_1) € K?tel que Y 9=1 \pa® = 0. Le polyndme Q = ¢ Ap X%
vérifie Q(a) = 0,donc @ € I,,doun, | Q.0r,deg(Q) < d — 1 < deg(n,), ce qui impose
Q@ = 0, et paridentification A\g = - - - = Ag_1 = 0. La famille est libre.
— Geénération : Pour tout » € K|a, il existe P € K[X] tel que x = P(a). La division euclidienne
de P par m, donne P = Qm, + R avec deg(R) < d. Comme m,(a) = 0, on en déduit :

z = P(a) = Q(a)ma(a) + R(a) = R(a) € Vect(1g,a,...,a%?)

La famille (1, a, . ..,a%"") est libre et génératrice, c’est donc une base de K|a], d’ot dim(K[a])
d.

Ol

I @ Exemples
1 ... 1
SoitA=1|: . | eM,(R)avecn >2.
1 ... 1

Un calcul direct donne A% = nA, c’est-a-dire A2 — nA = 0. Le polyndme P(X) = X (X — n) est
donc annulateur de A, d’ou :

Al X(X—n) = mae{l, X, X —n, X(X —n)}
On élimine les diviseurs stricts :

— w4 # lcarl(A) =1, #0.
— w4 # XcarA#N0.
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— a4 # X —ncar A # nl, (pourn > 2).

Onen déduitquemy = X2 —nX. Parconséquent, deg(r4) = 2, lafamille (I,,, A) forme une base
de R[A] et dim(R[A]) =

|I A Exercice 1

Soitu € L(E) avec2 < dim(F) < oo tel querg(u) = 1. Montrer que IT,, = X2 — Tr(u)X.

o comocin N

Commerg(u) = 1, dim(ker(u)) = dim(E) — 1 par théoréme du rang. Pour simplifier, on notera
dim(F) = n.On a donc dim(ker(u)) = n — 1. On construit alors la base de ker(u) suivante :
Bier(u) = (e1,...,en—1). On compléte cette base en une base de £ en ajoutant un vecteur e,, ¢
ker(u), ce qui donne Br = (e1,...,en—1,€5) (par théoréme de la base incompléte). On a alors
u(en) # 0etu(e;) = 0 pourtouti € [1,n — 1]. On peut donc écrire la matrice [u]3,, de u dans la
base Bg :

0 0 0 o
0 0 0 oo
[U]BE =1: P :
00 ... 0 ap-1
00 ... 0 am

avec oy, # 0 caru(ey,) # 0. 0n calcule alors la trace de u :

Tr(u) :Z[U]BE(i,i) =0+0+--+0+ap,=0ayn
i=1

On calcule ensuite u? :

0 0 0 a 0 0 0 ooy
0 0 0 ao 0 0 0 asay
(W5, = [ul, = : =
0 0 0 ap_1 0 0 0 ap_1an,
0 0 0 an 0 0 0 a2

On remarque que [u%]g, = anlu]s,, ce qui implique que u? = a,u. Comme a,, = Tr(u), on
obtient ’équation :
u? — Tr(u)u =0

Ainsi, le polyndme X2 — Tr(u) X est un polyndme annulateur de u. Cela veut donc dire que IT,, le
polyndme minimal de u, divise X? — Tr(u)X.OnadoncIl, € {1, X, X —Tr(u), X (X — Tr(u))}.
On élimine les choix suivants :

— II, # 1carl(u) = idg # 0.

— I, # X caru # 0.

— II, # X — Tr(u) caru # Tr(u)idg (celaimplique que Tr(u) = 0 et méme que u = 0).
On en déduit que IT, = X2 — Tr(u)X.

| CEET

Le degré d’un polynéme minimal 7, vaut 1 si et seulement si la famille (1z, a) est liée, c’est-a-dire
si et seulement si a est un multiple scalaire de ’élément unité 1z (homothétie).
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Dans ce cas, le polyndome minimalest 7, = X — Aavec A € Ktelquea = A\1g.

Dans le cas contraire ol a # A1 pour tout A € K, le polynéme minimal 7, est de degré d > 2 et
la famille (1g, a) est libre. On résout alors a® = M\olg + A1a pour voir si elle admet des solutions
pour \g, A1 € K. Sicest le cas, on obtient 7, = X? — \; X — )\g et dim(K[a]) = 2. Sinon, on
continue avec a? et ainsi de suite jusqu’a trouver un polyndme annulateur minimal.

En effet, il faut trouver le plus petitd > 1telquea? € Vect(1g, a,...,a%!). Le polynéme minimal
7, est alors de degré d et la famille (15, a, . ..,a%!) est une base de K[a], car a? = Zf;ol \iat
implique 7, = X4 — 971\, X7,

I @ Exemple6
Prenons E' = M3(R).

2 -1 2
Soita= -1 2 —2].Calculonsm,.
1 -1 3

Onaa # A3 pourtout A € R, donc deg(m,) > 2.0n calcule:

7 —6 12
al=|1-6 7 -12|,
6 —6 13

On cherche \g, \; € Rtels que a? = \ja + \ols.

201 + Ao -\ 2\
Aa+ Aols = -1 201 + Xo —2\1
)\1 —>\1 3>\1 + >\0

En comparant les coefficients, on obtient le systéeme:

(7 =2\ + \o
—6 = —/\1

12 =2\
—6=—X\
7=2\ + \o
—12= -2\
6 = )\1
—6=—X\

13 =31 + Ao

\

Donc \; = 6et \g = —5. Ainsi, a? = 6a — 513, et le polyndme minimal est 7, (X) = X? — 6X +5.
La dimension de R[a] est donc 2, et une base est donnée par (I3, a).

| R

Si K est un sous-corps de L, alors on peut considérer que IL est une K-algebre. En particulier, C
est une R-algebre et R est une Q-algebre.

10
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I ‘D Rappel 5

Onditque (L, +, x) estun corpssi (L, +, x) estun anneau et que Vz € L\ {0}, = estinversible
pour la multiplication.

Un sous-corps est un sous-ensemble K C L qui est un sous-anneau de IL et qui est stable par
Linverse (pour un élément non nul).

I A Exercice 2

Prenons E = R une Q-algébre (ce qui est possible car Q est un sous-anneau et un sous-espace
vectoriel de R)

Soita = v/2 + /3.

Montrer que le polyndme minimal 7, existe et donner son expression.

I ¥ Correction (Exercice 2)

On doit construire un polyndme dont les racines sont /2 + 1/3 mais a coefficients rationnels. On
a:

a=V2+V3 = (a—Vv2)*=3
— a’-2av2+2=3
— a’-1=2aV2
— (a® —1)? = 8d?

On en déduit que le polynéme P(X) = (X2 — 1)2 — 8X?% = X% — 10X2 + 1 est annulateur de a.
OnaP € Q[X]\ {0} (etil est annulateur), donc 7, existe et 7, | P.

Vérifions pour le cas deg m, = 1. On vérifie si P admet des racines dans Q. Si g est une racine de
PavecpAg = 1l,alorsp | ap = letq | a4 (résultat démontré en TD),doncp | 1etq | 1, ce
qui implique que % = +1.0r, P(£1) =1 - 10+ 1 = —8 # 0, donc P nadmet pas de racines
rationnelles. Par conséquent, deg 7, > 2.

Sim, = D1Dyetdeg D = 3, alors D1 admet une racine rationnelle % avecpAq = 1. Parle méme
raisonnement que précédemment, on obtient que % = +1, ce qui est impossible car P(£1) # 0.
Doncdeg D1 # 3 etdegm, # 3.

On en déduit que deg 7, € {2,4}.

Supposons par absurde que deg 7, = 2. Cela implique que:
Ta(X) = (X —a)(X —b)

aveca =2 ++3 € Retbc R.

On a aussi P(—X) = P(X), donc —a est racine de P. DOnc les racines de P sont v/2 4 /3 et
—V2 /3.

Danslecasoub = —a:0nam,(X)= (X —a)(X +a) = X?> —a?0r,a® =5+ 26 ¢ Q,donc
7o ¢ Q[X] ce qui est absurde. Donc b # —a. Donc 7, # X2 — a?

11
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Danslecasoub = V3 —v2:0nam,(X) = (X —a)(X —b) = X2~ (a +b)X + ab. Or,
a+b=2v3¢ Q,doncT, ¢ Q[X] ce quiest absurde. Donc b # /3 — /2.

Danslecasoub = v2 —v3:0nam,(X) = (X —a)(X —b) = X% — (a +b)X + ab. Or,
a+b=2v2¢ Q,doncn, ¢ Q[X]cequiestabsurde. Doncb # v/2 — /3.

Doncm, # X2 — (a + b)X 4+ abpourb € {—a,v3 —v/2,V2 — V/3}.

On en déduit que deg 7, # 2.

Doncm, = P = X* —10X2 + 1.

Une base de Ql[a] est donc donnée par (1,a, a?, a®) et dim(Q|a]) = 4.

On peut aboutir aux mémes résultats en généralisant pour un certain couple (1, o) tels que rf =

2 etr? = 3eten considéranta = 71 + ro. On obtient le méme polyndéme minimal 7, = X* —
10X72 + 1.

La division euclidienne est conservée dans Q[ X ] et méme dans n’importe quel corps K (pour jus-
tifier la division 7, = D1D5).

12



4 Elémentsinversibles de K[q|

I = Propriété 4

Lorsque l'idéal I, estréduita {0}, les seuls élémentsinversibles de K[a] sont les multiples scalaires
de 1g.
U(K[a]) = {MEg [ A € K"}

Démonstration. En posant u : K[X| — K[a] avec P — P(a) un isomorphisme. Comme u est un
isomorphisme de K[X] — K[a], u(P) = P(a) est inversible si et seulement si le polyndme anté-
cédent P est inversible dans K[X]. Or, les seuls polynémes inversibles de K[X] sont les polyndmes
constants non nuls. Donc P(a) est inversible si et seulementsi P = A - 1 avec A € K*, ce quidonne
le résultat. O

I = Propriété5

Dans le cas ou I, = m,K[X] avec deg(m,) = d > 1, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. P(a)estinversible dans E.
2. P(a)estinversible dans K]a].
3. PAm, =1.

Démonstration. On décompose la démonstration en trois implications: de3a2,de2aletde1a3.

— 3 = 2:SiPAm, = 1l,ilexiste U,V € K[X]telsque UP + Vr, = 1. En évaluant en a, on
obtient U(a)P(a) + V(a)ms(a) = U(a)P(a) = 1, donc P(a) estinversible dans K|a].

— 2 = 1:Si P(a) est inversible dans K]al, il existe Q(a) € K]a] tel que P(a)Q(a) = 1g.
CommeKJa] C E, P(a) estinversible dans E.

— 1 — 3:Supposons P(a) inversible dans E. Posons D = P A m,, unitaire. Il existe P, P» €
K[X] unitaires tels que :
P:DP1 et Wa:DPQ

En évaluant en a, comme K[a] est commutatif :
0 = 74(a) = D(a)Py(a) = Py(a)D(a)
On multiplie a droite par Py (a) :
Py(a) D(a)Pi(a) =0 = Ps(a)P(a) =0
_——

=P(a)

P(a) étant inversible dans E, on multiplie a droite par son inverse P(a)~! (comme on peut
poser Jy € Ftelque P(a)y = 1p):
PQ(CL) =0

Par minimalité de 7, il vient 7, | P, C’est-a-dire D P, | P». Comme P, # 0, cela impose :
deg(D) + deg(Pz) < deg(P;) — deg(D) =0

D étant unitaire, D = 1,douU P A m, = 1.
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I Exemple 7

Prenons £ = M, (

Soit M= : (1) . (1) : [avecacR

Déterminons quelles valeurs o de R permettent a M d’étre inversible, et donnons son inverse.

On réécrit M comme un polynéme d’une matrice A :

M = (a—1)I, + Aavec A = (1 (1)

Onadonc M = P(A)avec P(X) = (a«—1)+ X.0navudans 'exemple précédent que m4 (X ) =
X% —nX.mq AP = 1sietseulementsi P n’a pas de racines en commun avec 4, c’est-a-dire si
et seulement si P(0) # 0 et P(n) # 0.0Onadonc:

PO)=a—-1#0 <= a#1l, Pn)=(a—1)4n#0 < a#l—n

Les conditions sur a pour que M soit inversible sont donc::
a#l et a#l-n

Pour déterminer la matrice inverse M 1, on utilise le théoréme de Bézout puis on évalue en A :

TAAP=1 = 3U,VERX]:Urp+VP=1

On effectue une division euclidienne de w4 par P pour déterminer les coefficients U et V. On
trouve:
TA(X)=PX)( X —(n+a-1)+(n+a—-1)(a—-1)

On peut donc réécrire :

UX)ma(X)+V(X)P(X)=1 avec U(X)= 1  X-(rt+ta-1)

mta-Da-1 "X T hra-ne-D

En évaluant en A, on obtient :

U(AyrafA) + V(A)P(A) =1 = V(A)P(A) =1p = M ' =V(A)
=M
Dot M—! — _A-—(nta-1)I,

(n+a—-1)(a-1)"

On peut aussi déterminer les conditions d’inversibilité en calculant le déterminant de M, puis
déterminer la matrice inverse en résolvant le systeme M X = I,,.
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I ‘D Rappel 6

Deux polyndmes P, € R(X] sont premiers entre eux si et seulement s’ils n’ont aucune racines
communes dans C (pas seulement dans R).

I A Exercice 3

Montrer que U'inverse d’une matrice triangulaire supérieure A € M,,(K) est triangulaire supé-
rieure.

|I ‘D Rappel 7

Les matrices triangulaires supérieures forment une sous-algebre de M,,(K).

Comme T} (K) forme une sous-algébre de M,,(K), on a K[A] C T;3(K). Si A estinversible, alors

I Correction (Exercice 3)
A~1 € K[A] C T:(K), donc A~ est triangulaire supérieure.

| I

Si m, existe alors:
ainversible < 7,(0) #0

Démonstration. On écrita = P(a) tel que P(X) = X.Alors a estinversible <= P Am, = 1siet
seulement si 7, (0) # 0. O

I A Exercice 4

Prenons E un K-espace vectoriel et u € L(FE) tel que 7, existe (ce qui est toujours le cas si
dim(E) < oo). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) westinjective.
(ii) u estsurjective.
(iii) u est bijective.
(iv) m,(0) # 0.

Avec 7, le polyndme minimal de v dans l'algeébre (L(E), +, -, o).

Méme dans un espace vectoriel de dimension infinie, on peut trouver des endomorphismes qui
admettent un polyndme minimal. Par exemple, les projections; qui vérifient u?> = w et donc
(X)) | X2 - X.

I Correction (Exercice 4)

D’apres l’'exercice précédent, on sait que u est inversible si et seulement si m,,(0) # 0. Or, u est
inversible si et seulement si u est bijective. Léquivalence (iii) et (iv) est donc démontrée.

(i) Supposons que u estinjective. Montrons que 7, (0) # 0. Sim,(0) = 0, alors 0 est une racine
de m,(X), donc 7, (X) = XQ(X) pour un certain polyndme @ € K[X].

En évaluant en u, on obtient 7, (u) = uQ(u) = 0. Comme u est injective, on a Q(u) = 0 car

Im(Q(u)) C ker(u) etker(u) = {0} avec @ # 0.

15



CH.01 | Algebreengendrée Chapitre 4. Eléments inversibles de K[a]

Cela veut dire Q annule u et deg Q < deg 7, donc 7, n’est pas de degré minimal, ce qui est
absurde. Donc 7, (0) # 0.

(i) Supposons que u est surjective. Montrons que 7, (0) # 0. Si m,(0) = 0, alors m,(X) =
XQ(X) pour un certain polynome @ € K[X].

En évaluant en u, on obtient 7, (u) = uQ(u) = 0.Onaalors u@Q(u) = 0 = Q(u)u = 0.
OnadoncIm(u) C ker(Q(u)). Comme u est surjective,onaIm(u) = E,doncker(Q(u)) =
EetQ(u) = 0.Commedeg @ < degm,, cela contredit le fait que ,, est de degré minimal.
Donc 7, (0) # 0.

Il faut aussi démontrer que (iii) = (i) et (ii), ce qui est évident; si u est bijective, alors u est
injective et surjective par définition.

Le reste des implications découle immédiatement de [’équivalence (iii) et (iv). On a donc montré
que les quatre propriétés sont équivalentes.

| R

Si 7, N’existe pas, alors K[a] n’est pas un corps car K[a| ~ K[X] et que :

X n’est pas inversible dans K[ X |
a n'est pas inversible dans K[a]
a # 0 (parce que 7, n’existe pas)

| T

Si 7, existe, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. K][a] est un corps.
2. w4 estirréductible.
3. K[a] est integre.

Démonstration. Ondémontrel — 3simplement parce que tout corps estintegre. Montrons3 —

2.0nam, 7 1.Soit D un diviseur T4, montrons que D = 1 ou D = m,. On va supposer
lexistence d’un D’ unitaire tel que g 94

Pour finaliser la preuve, on montre que 2 —> 1. Soity € K][a] \ {0}. Montrer que y est inversible. Il
existe P € K[X]tel que y = P(a). Comme 7, est irréductible,ona P A, = 1ou P A 1, = m4. Si
P A7, = ma,alorsm, | Petdonc P(a) = 0, ce qui est absurde. Donc P A 7, = 1, et par la propriété
précédente, on en déduit que y = P(a) est inversible. O

| CEET———

Si l’algébre E est intégre et 7, existe, alors :

K]a] est un corps et 7, est irréductible.

Démonstration. K[1] C E et F est intégre. Donc K|a] est aussi intégre et d’aprés la remarque précé-
dente, K[a] est un corps et 7, est irréductible. O
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I A Exercice 5

R est considéré comme une Q-algebre et il est integre, donc Va € R, si 7, existe, alors Q[a] est un
corps et 7, est irréductible.

En particulier pour a = v/2 + v/3, on a déja vu dans l’exercice 2 que 7, = X* — 10X2 4 1 est
irréductible dans Q[X] et que Q[a] est un corps.

Calculer les coordonnées de (a — 1)~! dans la base (1, a, a?, a?) de Qla].

Indication : Utiliser les coefficients de Bézout.

To comecin Y

Utilisons les propriétés énoncées précédemment en posant P(X) = X — 1.0na P(a) = a — 1.
Comme 7, est irréductible,ona P A 7, = 1. Il existe donc U, V' € Q[X] tels que:

U(X)P(X) + V(X)m(X) = 1

On effectue une division euclidienne pour obtenir les coefficients de Bézout. On trouve :

U(X) = é(X?’ +X2-9X —9)etV(X)=—2

ool

En évaluant en a, on obtient :

Fin du Chapitre 1.
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